
第３３第２期

Ｖｏｌ．３３　Ｎｏ．２
统 计 与 信 息 论 坛

Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ　＆Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｆｏｒｕｍ
２０１８年２月

Ｆｅｂ．，２０１８

收稿日期：２０１７－０４－２８
基金项目：中央高校基本科研业务费专项资金《含非线性的平稳变量间的虚假回归问题研究》（１５ＬＺＵＪＢＷＺＹ０９７）

作者简介：杨利雄，男，甘肃陇南人，经济学博士，讲师，研究方向：金融市场，时间序列分析；

李庆男，男，台湾高雄人，经济学博士，教授，研究方向：计量经济学。

【统计理论与方法】

基于傅里叶变换的时变参数回归模型：
估计、设定检验和实证应用
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　　摘要：回归模型参数的时变性会 严 重 影 响 模 型 的 拟 合 程 度 和 预 测 效 果。基 于 卡 尔 曼 滤 波 的 时 变 参 数 模

型需要估计很多的参数，因而造成效率损失。基于傅里叶变换建立一个简单的变系数回归模型，给出估计 方

法并证明参数收敛于真实值，并给出了模型设定检验的方法。通过蒙特卡洛模拟表明：新建立的时变参数 回

归模型能很好地处理连续的、随机的和跳跃的时变参数模型。最后，将新建立的方法应用于研究股市联动 关

系，发现：不考虑系数的时变性可能给出误导性结论，考虑时变性能捕捉更为丰富的联动特征。

关键词：时变参数；傅里叶变换；蒙特卡洛模拟；联动

中图分类号：Ｆ２２４∶Ｏ２１２　　　文献标志码：Ａ　　　文章编号：１００７－３１１６（２０１８）０２－００１０－０７

一、引 言

在过去几十年里，已有的计量模型和经济管理

类实证研究多基于线性回归模型［１］，且线性回归模

型还被施加了诸多严格的假设，如参数为常数。同

时，学者已认识到非线性在经济现象中的普遍存在

性［２－３］，但Ｇｒａｎｇｅｒ证明，任何非线性模型都能 被 一

个时变参数的线性模型很好地近似［１］。从而线性模

型因其简洁性成为诸多研究中的首选。

然而，对时 变 参 数 的 线 性 模 型 研 究 还 很 不 够。

模型参数的时变性会影响模型的拟合优度及造成预

测的失败［３］。现有的考虑模型系数时变性特征的方

法多基于卡尔曼滤波［４］５０５－５０６，然而其不仅需要估计

观测模型的系数，还需要估计状态方程的协方差矩

阵，太多的参数估计不仅造成效率的损失，还损失了

简洁性进而影响了其在实际问题中的应用。

傅里叶变换通过三角函数序列能以任意的精度

逼近绝对可 积 的 函 数。同 时Ｂｅｃｋｅｒ等 证 明 低 频 的

傅里 叶 函 数 就 能 很 好 地 解 决 很 多 常 见 的 时 变 特

征［２］。Ｅｎｄｅｒｓ和Ｌｅｅ等 使 用 傅 里 叶 变 换 处 理 单 位

根检验中的时变参数问题［５－６］。杨利 雄 和 张 春 丽 使

用傅里叶变换处理协整模型中的结构突变，发现能

较好地捕捉结构突变从而促进参数估计的效率［７］。

本文基于傅里叶变换和简单最小二乘回归模型

框架建立了 一 个 简 单 易 用 的 时 变 参 数 线 性 回 归 模

型，并给出了其估计和模型的设定检验方法。通过

使用傅里叶变换近似时变参数，从而得到一个包含

三角函数项、三角函数与自变量交叉项的回归模型

作为辅助回归，并证明模型的参数估计是收敛于真

实值的，进一步得到的时变参数的估计也是收敛于

真实值的。另一方面，当模型参数本身无时变性时，

使用时变参数模型方法会估计多余的参数，而估计

多余的参数会损失效率，因而本文建立了模型设定

检验以帮助选择是否使用时变参数模型。然后，使

用蒙特卡洛模拟方法，考察基于傅里叶变换的时变

参数模型处理常见的时变参数类型的效果，发现新

的时变参数模型能很好地处理连续的、随机的和跳

跃的时变参数线性模型。新方法的一个主要优点是

模型的简洁性和应用的便捷性。

最后，将新建立的时变参数线性模型应用于研
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究中美两国股市的联动性，发现考虑模型参数的时

变性特征后能显著提升模型的拟合优度；同时，时变

参数模型能得到更为丰富的联动特征，帮助理解联

动现象或帮助投资者在全球分散风险，而忽略模型

参数的时变性可能得到错误结论。

二、时变参数回归模型理论：
估计和设定检验

　　本节建立基于傅里叶变换的时变参数线性回归

模型，并给出其参数估计方法、估计的收敛性特征，
同时给出模型的设定检验。

（一）基于傅里叶变换的时变参数模型及其估计

考虑如下时变参数的模型：

ｙｔ＝αｔ＋βｔｘｔ＋εｔ （１）

假设ｙｔ和ｘｔ是平稳变量且模型（１）满足经典回

归所需的条件，其中ｘｔ 和ｙｔ 可以是向量的形式，αｔ
和βｔ 是时变参数。

近年来，学界已经认识到使用傅里叶变换近似

时变性特征（如非线性和结构突变）的优点［２］。傅里

叶函数近似时变性的方法不需要假设时变性的先验

知识，因而可避免时变参数类型误设问题，另外傅里

叶函数也可以处理非线性趋势，这使得该方法十分

具有竞争力［８］。

只要αｔ 和βｔ 是时间ｔ的绝对可积函数，则傅里

叶变换可以以任意的精度近似αｔ，βｔ：

αｔ ＝α０＋∑
ｎ

ｋ＝１
α１ｋｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋

∑
ｎ

ｋ＝１
α２ｋｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）　ｎ≤Ｔ／２ （２）

βｔ ＝β０＋∑
ｎ

ｋ＝１
β１ｋｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋

∑
ｎ

ｋ＝１
β２ｋｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）　ｎ≤Ｔ／２ （３）

其中，ｎ代表傅里叶近似中包含的频率的个数，ｋ表

示某一特定的频率，Ｔ是样本数。
单频的傅里叶函数就能很好地近似常见的时变

性结构［２］，为了模型推导的方便考虑如下单频的时

变参数近似：

αｔα０＋α１１ｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋α２１ｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）
（４）

βｔβ０＋β１１ｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋β２１ｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）
（５）

将式（４）和式（５）代入时变参数模型（１）可得如

下辅助回归模型：

ｙｔ＝α０＋α１１ｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋α２１ｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）＋

β０ｘｔ＋β１１ｘｔｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋

β２１ｘｔｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）＋εｔ （６）
对于频率参数ｋ的选择，参照Ｂｅｃｋｅｒ等人的做

法［２］，从１，２，３，４，５中选择，可使用最小化残差平方

和的方法，分别选择ｋ＝１，２，３，４，５，计算式（６）最小

二乘估计的残差平方和ＳＳＲ（ｋ），选择能使ＳＳＲ（ｋ）
最小的参数ｋ即可。

因为ｘｔｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）和ｘｔｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）不 再 严

格满足弱平稳的定义，因而传统的最小二乘回归的

理论（如系数的收敛性特征等）可能不再成立。因而

本文先推导辅助回归模型的系数估计的收敛性。
定理１　模型（６）中参数的最小二乘估计是 收

敛的，其收敛速度均为Ｏ（Ｔ－１／２）。
证明：为了方便推导，先定义如下向量：

τ＝ ［１，２，…，Ｔ］′，Υ１ ＝ ［ｓｉｎ（２πｋ１／Ｔ）

ｓｉｎ（２πｋ２／Ｔ），…，ｓｉｎ（２πｋＴ／Ｔ）］

Υ２ ＝ ［ｃｏｓ（２πｋ１／Ｔ），ｃｏｓ（２πｋ２／Ｔ）
…，ｃｏｓ（２πｋＴ／Ｔ）］

Υ３ ＝ ［ｘ１ｓｉｎ（２πｋ１／Ｔ），ｘ２ｓｉｎ（２πｋ２／Ｔ）
…，ｘＴｓｉｎ（２πｋＴ／Ｔ）］

Υ４ ＝ ［ｘ１ｃｏｓ（２πｋ１／Ｔ），ｘ２ｃｏｓ（２πｋ２／Ｔ）
…，ｘＴｃｏｓ（２πｋＴ／Ｔ）］

Ｇ＝ ［τ，Υ１，Υ２，Υ３，Υ４］

θ＝ ［α０，α１１，α２１，β０，β１１，β２１］
′

则模型（６）中参数的最小二乘估计θ
∧

与真实值

θ之差为：

θ
∧
－θ＝ （Ｇ′Ｇ）－１　Ｇ′ε （７）

根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ和Ｂｅｃｋｅｒ等人给出的变量有界

性特征［２］［４］５０５－５０６，有：

θ
∧
－θ＝ （Ｇ′Ｇ／Ｔ）－１Ｇ

′ε
Ｔ

＝ １
Ｔ
［τ，Υ１，Υ２，Υ３，Υ４］′［τ，Υ１，Υ２，Υ３，Υ４［ ］］

－１

１
Ｔ
［τ，Υ１，Υ２，Υ３，Υ４］′ε

＝

τ′τ
Ｔ

τ′Υ１
Ｔ

τ′Υ２
Ｔ

τ′Υ３
Ｔ

τ′Υ４
Ｔ

Υ′１τ
Ｔ

Υ′１Υ１
Ｔ

Υ′１Υ２
Ｔ

Υ′１Υ３
Ｔ

Υ′１Υ４
Ｔ

Υ′２τ
Ｔ

Υ′２Υ１
Ｔ

Υ′２Υ２
Ｔ

Υ′２Υ３
Ｔ

Υ′２Υ４
Ｔ

Υ′３τ
Ｔ

Υ′３Υ１
Ｔ

Υ′３Υ２
Ｔ

Υ′３Υ３
Ｔ

Υ′３Υ４
Ｔ

Υ′４τ
Ｔ

Υ′４Υ１
Ｔ

Υ′４Υ２
Ｔ

Υ′４Υ３
Ｔ

Υ′４Υ４

熿

燀

燄

燅Ｔ

－１ τ′ε
Ｔ
Υ′１ε
Ｔ
Υ′２ε
Ｔ
Υ′３ε
Ｔ
Υ′４ε

熿

燀

燄

燅Ｔ
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＝

Ｏ（Ｔ－１／２）

Ｏ（Ｔ－１／２）

Ｏ（Ｔ－１／２）

Ｏ（Ｔ－１／２）

Ｏ（Ｔ－１／２

熿

燀

燄

燅）
因而模型（６）中的参数均收敛于真实值，收敛速

度为 槡Ｔ。据此，将模型（６）中的参数估计代入式（４）

和 式 （５）得 到 αｔ 和 βｔ 的 估 计：α
∧
ｔ  α

∧
０ ＋

α
∧
１１ｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋α

∧
２１ｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）和 β

∧
ｔ  β

∧
０ ＋

β
∧
１１ｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋β

∧
２１ｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）。根 据 定 理１易

知：α
∧
ｔ 和β

∧
ｔ 以槡Ｔ 的速度收敛于真实值αｔ 和βｔ。上

述结果归纳为定理２。
定理２　基于模型（６）中参数的最小二乘估计，

构造如下估计量：

α
∧
ｔα

∧
０＋α

∧
１１ｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋α

∧
２１ｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）

β
∧
ｔβ

∧
０＋β

∧
１１ｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋β

∧
２１ｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）

则上述估计量以 槡Ｔ的速度收敛于时变参数模

型（１）中的真实值，即α
∧
ｔ→αｔ，β

∧
ｔ→βｔ。

（二）模型设定检验

估计不必要的参数会带来效率损失，因而当模

型不含时变性时，考虑时变性是不合意的。因此，在
使用时变参数回归模型之前，有必要检验系数时变

性特征的存在性。
如果模型（１）中系数不含时变性，则模型（６）中

α１１ ＝α２１＝β１１＝β２１＝０。这一特征可以用来做模

型的设定检验。即为了决定是否应该考虑结构突变

特征，可以检验如下原假设：

Ｈ０∶α１１ ＝α２１ ＝β１１ ＝β２１ ＝０ （８）
设ＳＳＲ０ 为回归模型ｙｔ＝α０＋β０ｘｔ＋εｔ 的残差

平方和；ＳＳＲ１ 为回归模型（６）的残差平方和。则 下

列Ｆ统计量可以用来检验原假设：

Ｆ＝
（ＳＳＲ０－ＳＳＲ１）／４
ＳＳＲ１／（Ｔ－６）

（９）

上述Ｆ统计量服从自由度为４和Ｔ－６的Ｆ分

布。Ｆ统计量拒绝上述原假设是模型（１）的系数不

含时变性的信号。
使用传统的Ｆ检验做设定检验，虽然理论简单

且易于 使 用，但 其 小 样 本 性 质 差①［９］。Ｋｉｅｆｅｒ等 提

出通过对最小二乘回归的残差进行转换［１０］，从而构

造稳健统计量的方法，其方法被证明具有优良的小

样本性质［１１］。因此，本文通过转换最小二乘回归的

残差构造稳健的设定检验。

为了方便构造统计量，先将模型（６）的最小二乘

估计表示为如下向量形式：

ｙｔ＝Ｘ′ｔβ
∧
＋ｕ

∧
ｔ （１０）

其 中，ｘｔ ＝ ［１，ｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ），ｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ），ｘｔ，

ｘｔｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ），ｘｔｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）］′ ，

β
∧
＝ ［α

∧
０，α

∧
１１，α

∧
２１，β

∧
０，β

∧
１１，β

∧
２１］′，ｕ

∧
ｔ 为回归残差。

定义Ｓ
∧
ｔ ＝∑

ｔ

ｓ＝１
ｘｓｕ

∧
ｓ，Ｋｉｅｆｅｒ等证明［１０］：

Ｃ
∧
＝Ｔ－２∑

Ｔ

ｔ＝１
Ｓ
∧
ｔＳ
∧
ｔ→Ω１／２∫

１

０
［Ｗ４（ｒ）－ｒＷ４（１［ ］）

Ｗ４（ｒ）－ｒＷ４（１）］′［ ］ｄｒ Ω′１／２

其中，Ω为Ｘｔｕｔ 的协方差矩阵，Ｗ４（ｒ）为４维的相

互独立的标准维纳过程。

为 了 检 验 原 假 设 Ｈ０ ，进 一 步 定 义 ｂ^ ＝

（Ｔ－１∑
Ｔ

ｔ＝１
ＸｔＸ′ｔ）Ｃ

∧ （Ｔ－１∑
Ｔ

ｔ＝１
ｘｔＸ′ｔ）

－１ ，则 根 据 Ｋｉｅｆｅｒ

等的定理１［１０］，有：

Ｆ＊ ＝Ｔ（Ｒβ
∧
－ｂ）′ ［Ｒ^ＢＲ′］－１（Ｒβ

∧
－ｂ）／

４ →
Ｔ
Ｗ４（１）Ｐ－１４ Ｗ４／４ （１１）

式 中 Ｐ４ ＝∫
１

０
［Ｗ４（ｒ） － ｒＷ（１）］［Ｗ４（ｒ） －

ｒＷ（１）］′ｄｒ，Ｒ＝ｄｉａｇ［０，１，１，０，１，１］，ｂ为４维的零

向量。

式（１１）中的极限分布不是标准的Ｆ分布，但其

极限分布不依赖于冗余参数。通过使用正态分布的

随机数叠加近似维纳过程，使用随机模拟给出其临

界值。该 检 验１％、５％和１０％的 临 界 值 分 别 为

１０８．２２、６５．３５和４８．７１。

三、蒙特卡洛模拟

（一）基于傅里叶变换的时变参数模型的表现

讨论了基于傅里叶变换的时变参数回归模型的

设定和系数的收敛速度，本节使用蒙特卡洛模拟研

究前文建立的基于傅里叶变换的时变参数回归理论

处理时变参数问题的效果。使用模拟的数据对比回

归模型ｙｔ＝α＋βｘｔ＋ｅｔ 和回归模型（６）在拟合随机

模拟数据时的拟合优度。

１．数据生成过程

考虑三种常见的时变参数数据生成过程：连续

２１
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① 误差项服从独立同分布时，传统Ｆ检验具有良好的有限样本表现。



的、随机的、跳跃的时变参数模型。

１）连续的时变参数

考虑如下的数据生成过程：

ｙｔ＝αｔ＋βｔｘｔ＋εｔ （１２）

αｔα０＋α１１ｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋α２１ｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）
（１３）

βｔβ０＋β１１ｓｉｎ（２πｋｔ／Ｔ）＋β２１ｃｏｓ（２πｋｔ／Ｔ）
（１４）

其中εｔ～ｉ．ｉ．ｄ．Ｎ（０，１），ｔ＝１，２，…，Ｔ。模拟时选取

如下参数：ｋ＝１，α０＝β０＝０，α１１＝α２１＝β１１＝β２１
＝１，样本Ｔ分别选取１００和１　０００。

２）随机的时变参数

考虑如下系数随机的数据生成过程：

ｙｔ＝αｔ＋βｔｘｔ＋εｔ （１５）

αｔ ＝αｔ－１＋ν１ｔ （１６）

βｔ ＝βｔ－１＋ν２ｔ （１７）
其中，εｔ，ν１ｔ，ν２ｔ～ｉ．ｉ．ｄ．Ｎ（０，１）且相互独立。

３）跳跃的时变参数

考 虑 如 下 具 有 跳 跃 特 征 的 时 变 参 数 数 据 生 成

过程：

ｙｔ＝αｔ＋βｔｘｔ＋εｔ （１８）

αｔ ＝
α１，ｔ＜Ｔａ
α２，ｔ≥Ｔ｛ ａ

（１９）

βｔ ＝
β１，ｔ＜Ｔｂ

β２，ｔ≥Ｔ｛ ｂ

（２０）

其中εｔ～ｉ．ｉ．ｄ．Ｎ（０，１）且α１≠α２，β１≠β２。模拟时

选取参数α１ ＝β１ ＝１，α２ ＝β２ ＝２。

２．蒙特卡洛模拟结果分析

选取样本容量Ｔ ＝１　０００，使 用 数 据 生 成 过 程

式（１２）～（１４）生成样本，并使用简单的回归模型ｙｔ
＝α＋βｘｔ＋ｅｔ时，发现估计的系数均在１０％的显著

性水平下不显著，且拟合优度Ｒ２ 仅为０．００２　２；样本

Ｔ＝１００时且使用简单回归模型ｙｔ＝α＋βｘｔ＋ｅｔ时

有类似的结论，即估计的系数均在１０％ 的显著性水

平下不显著，且拟合优度Ｒ２ 仅为０．０１６　８。然而，在

样本Ｔ＝１　０００和１００时使用模型（６）得到的拟合优

度Ｒ２ 分别为０．５２和０．４４。进一 步 地，使 用 前 文 式

（９）给出的Ｆ分 布 做 模 型 的 设 定 检 验，Ｆ统 计 量 在

１％ 的显著性水平下拒绝了原假设，因 而 应 该 使 用

时变参数模型。
用随机时变 参 数 模 型（１５－１７）和 跳 跃 时 变 参 数

模型（１８－２０）生成样本，使用模型（６）均 能 显 著 地 提

高模型的拟 合 优 度，且 据 模 型 设 定 检 验（９）中 的Ｆ
统计量都能在１％的 显 著 性 水 平 下 拒 绝 原 假 设，因

而Ｆ检验的证据支持时变参数模型。
综上，模拟表明：本文的基于傅里叶变换的时变

参数模型对常见的时变参数数据生成过程都有较好

的处理效果。
（二）模型设定检验的有限样本表现

为了对比前文模型设定检验的表现，从而更加

直观地理解其优良性，本节使用蒙特卡洛模拟考察

前文模型设定检验的小样本性质。
在考虑模型设定检验的检验水平时，选取原假

设下的数据生成过程ｙｔ＝α０＋β０ｘｔ＋ｅｔ，其中选取

参数α０＝β０＝１；在考虑检验功效时，选取备择假设

下数据生成过程：ｙｔ＝αｔ＋βｔｘｔ＋ｅｔ，其中αｔ，βｔ 分别

由式（１３）和式（１４）所示，其中的参数选择ｋ＝１，α０
＝β０＝１，α１１＝α２１＝β１１＝β２１＝０．１。另外设置ｅｔ＝

ρｅｔ－１＋ξｔ，ξｔ ～ｉ．ｉ．ｄ．Ｎ（０，１），选 取 参 数ρ＝０．１，

０．２５，０．５，０．７５，０．９。
表１给出了 在５％的 显 著 性 水 平 下，使 用 传 统

的Ｆ检验和 基 于 转 换 最 小 二 乘 残 差 建 立 的 稳 健 检

验的有限样本表现。随机模拟使用ＧＡＵＳＳ　９．０编

程完成，每次模拟重复１０　０００次。
模拟的结果表明：随着回归模型误差项自相关

程度的增强，传统Ｆ检验以非常高的频率错误地拒

绝原 假 设，即 存 在 严 重 的 检 验 水 平 扭 曲 （ｓｉｚｅ
ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ）问题，且 这 种 检 验 水 平 的 扭 曲 随 样 本 的

增加并无明显改善；与 之 对 比，Ｆ＊ 统 计 量 具 有 无 检

验水平扭曲的特点。另一方面，从检验功效的角度

来看，Ｆ＊ 的检验功效略低于传统的Ｆ检验，但这种

检验功效的损失并不严重。
给定常用计 量 软 件 中 的 统 计 量 多 为 传 统Ｆ 检

验，模拟结果对传统Ｆ检验的使用给予了警示。为

了得到更为准确的结果，Ｆ＊ 统计量应该是一个更好

的选择，尤其是在误差项存在高度自相关的情况下。
表１　设定检验Ｆ和Ｆ＊ 的有限样本性质

样本

容量

误差项自相

关系数
检验水平 检验功效

ρ Ｆ　 Ｆ＊ Ｆ　 Ｆ＊

Ｔ＝１００　 ０．１０　 ０．０７　 ０．０２　 ０．３８　 ０．３１
０．２５　 ０．０６　 ０．０２　 ０．４０　 ０．３６
０．５０　 ０．２６　 ０．０３　 ０．４５　 ０．４２
０．７５　 ０．６１　 ０．０５　 ０．６０　 ０．５２
０．９０　 ０．８８　 ０．０８　 ０．８９　 ０．７７

Ｔ＝１　０００　 ０．１０　 ０．０４　 ０．０２　 １．００　 ０．９８
０．２５　 ０．０５　 ０．０３　 １．００　 ０．９３
０．５０　 ０．３５　 ０．０４　 １．００　 ０．９２
０．７５　 ０．５６　 ０．０４　 ０．９４　 ０．８８
０．９０　 ０．８７　 ０．０５　 ０．９５　 ０．８５

　　注：检验水平为原假设成立时５％的显著性水平下的拒绝率；检

验功效为备择假设成立时５％的显著性水平下的拒绝率。
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四、实证应用

股票市场之间的联动关系是投资者在全球分散

风险的重要依据，当股票市场之间存在密切的联动

关系时，投资者在全球分散投资的收益是非常有限

的［１２］，而市场之间的联动关系具有时变性已经成为

共识。因而股票市场间时变性关系的考察是调整投

资组合的主要依据。
随着中国的迅速崛起，中国股票市场对全球其

他市场的影响力越来越强［１３］，因而研究中国与美国

股票市场的联动关系对投资者在国际市场间配置资

产具有重要意义。本文使用前文的时变参数线性模

型考 虑 时 变 参 数 对 研 究 中 美 两 国 股 市 联 动 的 重

要性。
基于协整理论研究股市联动的文献中一般考虑

如下的回归模型：

Ｓｃｈ，ｔ ＝α＋βＳｕｓ，ｔ＋δｔ＋ｅｔ （２１）
考虑系数的时变性特征，可以建立如下时变参

数回归模型：

Ｓｃｈ，ｔ ＝αｔ＋βｔＳｕｓ，ｔ＋δｔｔ＋ｅｔ （２２）

其中，ａｔ，βｔ如式（４）和式（５）所示，Ｓｃｈ，ｔ，Ｓｕｓ，ｔ分别代表

中国的上证综指和美国的道琼斯指数。本文选取的

时间段为１９９０年１２月１９日到２０１４年１２月３１日。
首先使用式（９）中的模型设定性检验判断时变

参数的存在性，从而以便在模型（２１）和（２２）之间做

出选择。基于模型（２１）的残差平方 和ＳＳＲ０＝１．９５

×１０９，基 于 模 型（２２）的 残 差 平 方 和ＳＳＲ１＝１．２２

×１０９，从而容易计算出式（９）中Ｆ统计量的值：Ｆ＝
３０１。基于式（１１）的Ｆ＊ 统 计 量 为：Ｆ＊＝９４．５８。两

者均能在５％的显著性水平下拒绝参数为常数的假

设。因而应该选择考虑时变参数的模型（２２）。所以

考虑如下模型：

Ｓｃｈ，ｔ ＝α＋α１１ｓｉｎ（２πｋｔ）＋α２１ｃｏｓ（２πｋｔ）＋

βＳｕｓ，ｔ＋β１１ｓｉｎ（２πｋｔ）Ｓｕｓ，ｔ＋

β２１ｃｏｓ（２πｋｔ）Ｓｕｓ，ｔ＋δｔ＋δ１１ｔｓｉｎ（２πｋｔ）＋
δ２１ｔｃｏｓ（２πｋｔ）＋ｅｔ （２３）

对于频率参数ｋ的选择，参照Ｂｅｃｋｅｒ等人的做

法［２］，从１，２，３，４，５中选择，可使用最小化残差平方

和的方法，分别选择ｋ＝１，２，３，４，５，计算式（６）最小

二 乘 估 计 的 残 差 平 方 和 ＳＳＲ（ｋ），则 ｋ
∧
＝

ｍｉｎ
ｋ∈｛１，２，３，４，５｝

ＳＳＲ（ｋ）。

使用最小二乘法估计回归方程（２３）得到：

Ｓｃｈ＝５　２２２．７３－１　３２７．４２ｓｉｎ（２πｋｔ）－

４　５２１．２６ｃｏｓ（２πｋｔ）＋０．１６Ｓｕｓ－
０．３３Ｓｕｓｓｉｎ（２πｋｔ）－０．１３Ｓｕｓ，ｔｃｏｓ（２πｋｔ）－
２．０４ｔ＋０．４９ｔｓｉｎ（２πｋｔ）＋
２．３３ｔｃｏｓ（２πｋｔ）＋ｅｔ （２４）

式（２４）中 所 有 系 数 在１％的 显 著 性 水 平 下 显

著，其Ｒ２ 为０．７７２，相对于基于模型（２１）得到的Ｒ２

＝０．６３４有很大的提高。
因而，可以得到时变参数模型估计：

Ｓ^ｃｈ，ｔ ＝α^ｔ＋^βｔＳｕｓ，ｔ＋^δｔｔ （２５）
其中

α^ｔ ＝５２２２．７３－１３２７．４２ｓｉｎ（２π^ｋｔ）

－４５２１．２６ｃｏｓ（２π^ｋｔ）

β
∧
ｔ ＝０．１６－０．３３ｓｉｎ（２π^ｋｔ）－０．１３ｃｏｓ（２π^ｋｔ）

δ
∧
ｔ ＝－２．０４＋０．４９ｓｉｎ（２π^ｋｔ）＋２．３３ｃｏｓ（２π^ｋｔ）

ｋ^＝１

年限

图１　模型（２５）中β
∧
ｔ 的估计图

　　基于上述估计，发现中国与美国股市联动的关

系存在明显的时变性特征，其联动关系既可能存在

正向的联动 也 可 能 存 在 负 向 的 联 动（见 图１）：１９９０
年至２０００年中国与美国股市的联动关系为负向的；

２０００年到２０１４年 前 后，中 国 与 美 国 股 市 的 联 动 关

系为正向的。而非基于式（１９）所得到的恒为正向的

联动关系（β
∧
＝０．１０９，ｐ值为０．０００）。因而，不考虑

模型系数的时变性特征可能造成误导性结论。
另一类文献，注重基于股市收益率分析市场间

的联动关系，如基于ＧＡＲＣＨ族模型或基于收益率

之间回归的 研 究［１４］。本 文 考 虑 基 于 回 归 模 型 的 市

场间联动。若不考虑模型参数的时变性，则建立如

下模型：

ｒｃｈ，ｔ ＝ａ＋βｒｕｓ，ｔ＋ｅｔ （２６）
考虑到回归模型参数的时变性特征，则应当建

立如下模型：

ｒｃｈ，ｔ ＝ａｔ＋βｔｒｕｓ，ｔ＋ｅｔ （２７）

其中ａｔ，βｔ如（４）和（５）所示，ｒｃｈ，ｔ，ｒｕｓ，ｔ分别为中国股

市和美国股市的收益率。
为了在模型（２６）和（２７）之间做选择，先计算出
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式（９）中Ｆ统计量的值：Ｆ＝５２２．２８。基于式（１１）的

Ｆ＊统计量为：Ｆ＊＝１１４．２１。均在１％的显著性水平

下拒绝了参数为常数的假设，因而模型设定检验支

持使用模型（２７）。
基于模型（２６）分 析 发 现β系 数 的 估 计 不 显 著

（ｐ值为０．６１），从而得到中美两国股市收益率不存在

相关性的结论；如果基于模型（２７）则发现：中美两国

股市收益率之间的关系存在非常显著的时变性特征

（ｐ值为０．００４），β
∧
ｔ＝０．７７ｓｉｎ（２πｋｔ）－０．１３ｃｏｓ（２πｋｔ）。

不同时间段，中美两国收益率可能呈现出正或负的

相关性，这个结论为投资者提供了调整投资组合的

机会。总而言之，在研究股市联动性时，不管是基于

股票指数还是基于收益率，如果忽视模型参数的时

变性特征，则容易得到错误的结论。
本文基于简单的时变参数模型得到的结论与文

献基于复杂模型得到的结论一致。例如：在协整回

归框架下，Ｚｈａｎｇ和Ｌｉ发现中国股市与美国股市之

间的联动关系存在时变性，且在金融危机时期联动

性显著 增 强［１５］；Ｃｈｏｕ和Ｃａｉ使 用 双 平 滑 转 移 条 件

相关－条件 自 相 关 模 型（Ｄｏｕｂｌｅ　Ｓｍｏｏｔｈ　Ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ
Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ　Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ－ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ　Ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ
Ｒａｎｇｅ　ｍｏｄｅｌ）考察股市联动问题，发现中国股市与

美国 股 市 之 间 的 联 动 关 系 存 在 显 著 的 时 变 性 特

征［１６］。因此，如果 不 考 虑 参 数 的 时 变 性 特 征，基 于

简单的线性回归模型可能得到错误结果；如果考虑

参数的时变性，本文的时变参数回归模型可以很好

地处理实证问题。

五、结 论

过去几十年里，线性模型在计量经济学和实证

经济管理类文献中被普遍研究和使用。虽然非线性

被发现普遍存在于经济现象中，由于非线性模型往

往能被线性模型很好地近似，因而线性模型在实际

应用中依然十分受欢迎。然而，含时变参数的线性

模型还很少被研究，而模型参数的时变性是模型拟

合优度与预测的重要障碍。
本文基于傅里叶变换建立了一个考虑回归模型

系数时变性特征的方法，并给出了模型的估计方法

和设定检验。使用蒙特卡洛模拟表明：新建立的方

法能很好地处理各种常见的时变参数类型，如连续

的时变参数、随机的时变参数和跳跃的时变参数；传
统的Ｆ检验存在严重的检验水平扭曲，Ｆ＊ 统计量无

检验水平扭曲的问题且易于计算。本文的方法具有

模型的简洁性和应用的便捷性特征。
最后，本文将该方法应用于研究中美两国的股

市联动特征分析。发现不管是基于股票指数序列还

是基于收益率序列，考虑模型参数的时变性特征都

能显著提升模型的拟合优度，同时能提供更为丰富

的联动特 征 帮 助 投 资 者 在 全 球 范 围 分 散 投 资。反

之，若不考虑参数的时变性，则可能得到错误结论。
对比研究本文的时变参数线性模型与基于卡尔曼滤

波的时变参 数 模 型 的 优 劣 及 其 各 自 发 挥 优 势 的 条

件，是未来值得研究的课题。
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